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Chương 1
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1.1. Mở đầu

Tối ưu hóa là một lĩnh vực toán học nghiên cứu lý thuyết và các thuật
toán giải bài toán cực trị.

Nhiều vấn đề thực tế khác nhau dẫn tới việc giải bài toán cực trị sau:

f(x)→ min (1)

với các điều kiện 8><>:
gi(x) ≤ 0, i = 1, ..,m1 (2)

hj(x) = 0, i = 1, ..,m2 (3)

x ∈ X ⊂ R (4)

trong đó f, g, h : Rn → R (i = 1, 2, ...,m1; j = 1, 2, ...,m2).

Bài toán (1) − (4) được gọi là bài toán quy hoạch toán học. Hàm f(x)
được gọi là hàm mục tiêu, còn các hàm gi, hj gọi là các hàm ràng buộc. Tập
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các vector x ∈ X ⊂ Rn thỏa mãn các ràng buộc (2), (3) gọi là tập phương
án hay miền chấp nhận được của bài toán trên. Phương án x∗ thỏa mãn
f(x∗) ≤ f(x) với mọi phương án x gọi là phương án tối ưu hay lời giải của
bài toán, f(x∗) gọi là giá trị tối ưu.

Nếu hàm mục tiêu f(x) và các hàm gi, hj đều là các hàm tuyến tính và
X = R+

n , ta có bài toán quy hoạch tuyến tính, ngược lại là bài toán quy
hoạch phi tuyến. Nếu X là tập rời rạc ta có bài toán quy hoạch rời rạc.

Trong chuyên đề này ta chỉ xét bài toán quy hoạch tuyến tính, trước hết
vì nó là mô hình phổ biến trong thực tế, hơn nữa sự phụ thuộc tuyến tính
là sự phụ thuộc đơn giản và dễ hiểu. Mặt khác, về lý thuyết ta có thể xấp
xỉ với độ chính xác cao một bài toán quy hoạch phi tuyến bằng một dãy các
bài toán quy hoạch tuyến tính. Nói cách khác, thuật toán giải bài toán qui
hoạch tuyến tính là công cụ quan trọng để giải quyết các bài toán phức tạp
hơn.

Lý thuyết quy hoạch tuyến tính bắt đầu phát triển từ năm 1939 khi nhà
toán học người Nga Kantorovich đề xuất thuật toán đầu tiên để giải bài
toán tối ưu tuyến tính trong một loạt các công trình nghiên cứu về kế hoạch
sản xuất. Sau đó, năm 1942 nhà toán học Mỹ Dantzig đã đề xuất phương
pháp đơn hình cho quy hoạch tuyến tính mà cho tới nay vẫn là phương pháp
đươch sử dụng nhiều nhất và tỏ ra hữu hiệu nhất.

1.2. Một số ví dụ

1.2.1. Bài toán vận tải

Giả sử có m kho hàng kí hiệu A1, A2, ..., Am (các điểm phát) cung cấp
cùng một loại mặt hàng nào đó với khối lượng tương ứng a1, a2, ..., am và
n cửa hàng tiêu thụ (các điểm thu) kí hiệu là B1, B2, ..., Bn với khối lượng
nhu cầu tương ứng b1, b2, ..., bn. Để thỏa mãn nhu cầu các điểm thu thì tổng
số lượng hàng ở các điểm phát ít nhất phải bằng yêu cầu ở các điểm thu:
mP
i=1

ai ≥
nP

j=1

bj .

Biết rằng cước phí vận chuyển một đơn vị hàng (chiếc, tấn,...) từ điểm
phát Ai đến điểm thu Bj là cij đơn vị tiền. Ma trận C = (cij)m×n gọi là
ma trận cước phí. Hãy lập phương án vận chuyển sao cho các điểm thu đều
nhận đủ hàng và cước phí vận chuyển là ít nhất.

Lập bài toán: Gọi xij là đơn vị hàng chuyển từ Ai đến Bj . Tất nhiên
xij ≥ 0 (i = 1, ..,m, j = 1, .., n).

Tổng lượng hàng chuyển từ Ai đến mọi Bj là
nP

j=1

xij (i = 1, ..,m).
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Tổng lượng hàng điểm bj nhận được từ mọi Ai là
mP
i=1

xij (j = 1, ..,m).

Tổng cước phí phải trả là
mP
i=1

nP
j=1

cijxij . Bài toán đặt ra là: tìm vector

x = xij (i = 1, ..,m, j = 1, .., n) sao cho

f(x) =
mX
i=1

nX
j=1

cijxij → min

và thỏa mãn các điều kiện8>>><>>>:
nP

j=1

xij ≤ ai (i = 1, ...,m)

mP
i=1

xij = bj (j = 1, .., n)

xij ≥ 0 (i = 1, ..,m, j = 1, .., n)

1.2.2. Bài toán phân phối vật liệu

Có n loại vật liệu Vi (i = 1, .., n) với khối lượng tượng ứng bi (i = 1, .., n)
dùng để sản xuất m loại hàng hóa Hj (j = 1, ..,m). Để sản xuất 1 đơn vị
hàng Hj cần aij đơn vị vật liệu Vi (i = 1, .., n, j = 1, ..,m). Một đơn vị vật
liệu Vi giá dj đơn vị tiền. Một đơn vị hàng hóa Hj bán được cj đơn vị tiền.
Biết thị trường có thể tiêu thụ không quá kj đơn vị hàng Hj (j = 1, ..,m).
Cần sản xuất mỗi loại hàng Hj bao nhiêu đơn vị để được thu lãi nhiều nhất.

Lập bài toán: Gọi xj (j = 1, ..,m) là số đơn vị hàng Hj cần sản xuất.
Khi đó

0 ≤ xj ≤ kj (j = 1, ...m) (hạn chế về thị trường).
mP
j=1

aijxij ≤ bi (i = 1, ...n) ( hạn chế về vật liệu).

Chi phí để sản xuất một đơn vị Hj là
nP

i=1

aijdi và thu được số lãi tương

ứng là lj = cj −
nP

i=1

aijdi (j = 1, ..,m).

Tổng số lãi thu được
mP
j=1

ljxj =
nP

i=1

(cj −
nP

i=1

aijdi).

Bài toán đặt ra là: Tìm vector x = (x1, x2, ..., xm) sao cho

f(x) =
nX

i=1

(cj −
nX

i=1

aijdi)→ max
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và thỏa mãn điều kiện8<:
mP
j=1

aijxij ≤ bi (i = 1, ...n)

0 ≤ xj ≤ kj (j = 1, ...m)

1.2.3. Bài toán sản xuất đồng bộ

Cần sản xuất một loại máy gồm n chi tiết Ci (i = 1, ..., n). Mỗi chi tiết
có thể đặt sản xuất ởm xí nghiệp khác nhau. Biết rằng trong một đơn vị thời
gian, xí nghiệp thứ j có thể sản xuất được aij chi tiết Ci (j = 1, ..,m; i =
1, .., n). Một máy được coi là hoàn chỉnh nếu mọi chi tiết của nó được sản
xuất xong. Lập kế hoạch sản xuất cho từng xí nghiệp, bố trí bao nhiêu phần
trăm thời gian để sản xuất mỗi chi tiết sao cho số máy hoàn chỉnh được sản
xuất ra nhiều nhất.

Lập bài toán: Gọi xij(%) là số phần trăm thời gian mà xí nghiệp thứ j
dành để sản xuất chi tiết Ci. Rõ ràng xij ≥ 0 (i = 1, .., n, j = 1, ..,m) và
nP

i=1

xij ≤ 1 (j = 1, ..,m). Tổng số chi tiết Ci mà tất cả các xí nghiệp sản xuất

được trong thời gian đã định là Ni =
mP
j=1

aijxij . Số máy hoàn chỉnh được sản

xuất là N = min
1≤i≤n

Ni. Ta có bài toán: Tìm vector x = (xij) (i = 1, .., n, j =

1, ..,m) thỏa mãn các điều kiện xij ≥ 0 (i = 1, .., n, j = 1, ..,m),
nP

i=1

xij ≤

1 (j = 1, ..,m) sao cho N đạt lớn nhất.
Đây không phải là bài toán quy hoạch tuyến tính vì

N = min
1≤i≤n

Ni = min
1≤i≤n

mX
j=1

aijxij

không phải là hàm tuyến tính. Tuy nhiên ta có thể chuyển bài toán trên
thành bài toán quy hoạch tuyến tính bằng cách xem N là một biến

Vì N = min
1≤i≤n

Ni nên Ni ≥ N (i = 1, .., n). Ta có bài toán quy hoạch

tuyến tính:
Tìm vector x = (xij , N) (i = 1, ..., n, j = 1, ...,m) sao cho N → max

thỏa mãn điều kiện:8>>><>>>:
nP

i=1

xij ≤ 1

mP
j=1

aijxij ≥ N

xij ≥ 0, N ≥ 0 (i = 1, .., n, j = 1, ..,m).
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1.2.4. Bài toán lập thực đơn

Có n loại thực phẩm Tj (j = 1, .., n). Biết mỗi đơn vị Tj chứa aij đơn vị
chất i (i = 1, ..m) và có giá thành là cj đơn vị tiền. Hãy lập một thực đơn
sao cho bữa ăn phải đảm bảo có ít nhất bi đơn vị chất j (i = 1, ..,m) mà có
giá thành rẻ nhất.

Lập bài toán: Gọi xj là số đơn vị thực phẩm Tj (j = 1, ..,m) dùng trong

bữa ăn, tất nhiên xj ≥ 0 và
nP

j=1

aijxj ≥ bi (i = 1, ..,m). Giá thành của bữa

ăn là
nP

j=1

cjxj . Bài toán đặt ra là tìm vector x = (x1, .., xn) sao cho

f(x) =
nX

j=1

cjxj → min

với các điều kiện 8<:
nP

j=1

aijxj ≥ bi

xj ≥ 0 (j = 1, .., n).

1.2.5. Bài toán bố trí máy trong sản xuất

Một nhà máy có n loại máyMj với số lượng tương ứng aj máy j = 1, .., n
cùng có thể sản xuất ra m loại sản phẩm Si (i = 1, ..,m) nhưng với năng
suất khác nhau. Biết rằng sau mỗi đơn vị thời gian (ca, tháng, quý, năm,...)
mỗi máy Mj sản xuất được aij đơn vị sản phẩm Sj (j = 1, .., n, i = 1, ..m).
Mỗi sản phẩm Si cho ci đơn vị tiền lãi (i = 1, ..,m).

Kế hoạch cần đảm bảo là sau một đơn vị thời gian phải sản xuất được ít
nhất bi đơn vị sản phẩm Si (i = 1, ..,m). Hãy lập kế hoạch bố trí máy sao
cho kế hoạch trên được đảm bảo và nhà máy được thu lãi nhiều nhất.

Lập bài toán: Gọi xij là số máy Mj dùng để sản xuất sản phẩm Si thế
thì

8>>><>>>:
xij ≥ 0 (i = 1, ..,m, j = 1, .., n) (1)
mP
i=1

xij ≤ aj (j = 1, .., n) (2) Hạn chế về số lượng máy
nP

j=1

aijxij ≥ bi (i = 1, ..,m) (3) Đảm bảo kế hoạch
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Tổng lãi thu được là
mP
i=1

ci
nP

j=1

aijxij . Bài toán đặt ra là hãy tìm vector x =

(xij) (i = 1, ..,m, j = 1, .., n) thỏa mãn các điều kiện (1), (2), (3) sao cho

f(x) =
mX
i=1

ci

nX
j=1

aijxij

đạt lớn nhất

1.3. Bài toán qui hoạch tuyến tính

a. Dạng tổng quát

Tìm vector x = (x1, x2, ..., xn)t ∈ Rn sao cho

f(x) =
nX

j=1

cjxj → min(max) (1.1)

với các điều kiện

D :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

nP
j=1

aijxj ≥ bi (i = 1, ..,m1)

nP
j=1

aijxj ≤ bi (i = m1 + 1, ..,m2)

nP
j=1

aijxj = bi (i = m2 + 1, ..,m)

xj ≥ 0 (i = 1, .., n1)

xj ≤ 0 (i = n1 + 1, .., n2)

xj = 0 (i = n2 + 1, .., n)

Dễ nhận thấy

1. f(x∗) = min{f(x), x ∈ D} ⇔ −f(x∗) = max{−f(x), x ∈ D}

2.
nP

j=1

aijxj ≥ bi ⇔
nP

j=1

−aijxj ≤ −bi

3.
nP

j=1

aijxj = bi ⇔

8><>:
nP

j=1

aijxj ≥ bi
nP

j=1

aijxj ≤ bi

4.
nP

j=1

aijxj ≤ bi ⇔
nP

j=1

aijxj + xn+i = bi; ∀xn+i ≥ 0
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5.
nP

j=1

aijxj ≥ bi ⇔
nP

j=1

aijxj − xn+i = bi; ∀xn+i ≥ 0

(các xn+i gọi là các biến bù)
Biến xj không ràng buộc về dấu có thể thay bằng hiệu hai biến không

âm
xj = x

′

j − x
′

n+j ; x
′

j ≥ 0, x
′

n+j ≥ 0

Từ các nhận xét trên thấy rằng bất kỳ một bài toán quy hoạch tuyến
tính nào cũng có thể đưa về một trong hai dạng sau:

b. Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc8>>><>>>:
f(x) =

nP
j=1

cjxj → min

nP
j=1

aijxj = bi (i = 1, 2, ...,m)

xj ≥ 0 (j = 1, 2, ..., n)

(I)

hay dưới dạng ma trận 8><>:
f(x) = ctx→ min

Ax = b

x ≥ 0

trong đó c, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A là ma trận cấp m× n
c. Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc8>>><>>>:

f(x) =
nP

j=1

cjxj → min

nP
j=1

aijxj ≥ bi (i = 1, 2, ...,m)

xj ≥ 0 (j = 1, 2, ..., n)

(II)

hay dưới dạng ma trận 8><>:
f(x) = ctx→ min

Ax ≥ b
x ≥ 0

1.4. Một số khái niệm

a) Tập hợp lồi

9
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Phần này chỉ trình bày những kết quả cần thiết nhất của giải tích lồi mà
ta sẽ dùng để nghiên cứu cấu trúc của tập các phương án chấp nhận được
của quy hoạch tuyến tính.

Định nghĩa 1.4.1. Tập C ⊂ Rn gọi là tập lồi nếu lấy 2 điểm bất kỳ
x

′
, x

′′ ∈ C thì đoạn thẳng [x
′
, x

′′
] nối hai điểm này hoàn toàn thuộc C.

Vì một điểm x bất kỳ thuộc đoạn thẳng [x
′
, x

′′
] có thể viết được dưới

dạng x = αx
′
+ (1−α)x

′′
, (0 ≤ α ≤ 1) nên định nghĩa có thể phát biểu như

sau:
C là tập lồi ⇔ ∀x′

, x
′′ ∈ C,∀α ∈ [0, 1] thì x = αx

′
+ (1− α)x

′′ ∈ C.
Ví dụ: - Trong R2 thì đa giác lồi, hình tròn,... là các tập lồi.
- Trong R3 thì đa diện lồi, hình cầu,... là các tập lồi.

- Siêu phẳng H = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn :
nP

i=1

cixi = β} là tập lồi

trong Rn.

- Các nửa không gian

H+ = {x ∈ Rn :
nX

i=1

cixi ≥ β}

H− = {x ∈ Rn :
nX

i=1

cjxi ≤ β}

là các tập lồi trong Rn.

- Góc dương R+
n = {x = (x1, x2, ..., xn) : xi ≥ 0, i = 1, .., n} là tập lồi

Ta có, giao của các tập lồi là tập lồi.
Tính chất trên không đúng đối phép hợp.
b) Điểm cực biên

Điểm x0 thuộc tập lồi C được gọi là điểm cực biên của C nếu nó không
là điểm trong của bất kỳ đoạn nào nối hai điểm khác nhau của C

Ví dụ: 1. C là các đa giác lồi, đa diện lồi thì các đỉnh của nó là các điểm
cực biên, các điểm khác không là điểm cực biên.

2. C là hình tròn (hình cầu) thì các điểm nằm trên đường tròn (mặt cầu)
đều là các điểm cực biên.

Lưu ý
1. Cần phân biệt điểm cực biên và điểm biên. Ví dụ nếu C là một đa giác

lồi thì các điểm nằm trên cạnh của nó và không là đỉnh đều là các điểm biên
nhưng không là điểm cực biên.

2. Có những tập lồi không có điểm cực biên, ví dụ: một mặt phẳng, nửa
không gian,...

10



http://
vnm

aths3.w
ordp

ress
.com

Quy hoạch tuyến tính

Định nghĩa 1.4.2. Một tổ hợp lồi của các điểm xi ∈ Rn (i = 1, 2, ...,m) là
điểm x ∈ Rn có dạng

x = α1x
1 + α2x

2 + ...+ αnx
n

trong đó αi ≥ 0 (i = 1, ..,m)
mP
i=1

αi = 1.

Nếu có hai điểm x
′
, x

′′ ∈ Rn thì điểm x = αx
′

+ (1 − α)x
′′

(0 ≤ α ≤ 1)
là tổ hợp lồi của hai điểm x

′
, x

′′
. Vậy tập hợp tất cả các tổ hợp lồi của hai

điểm x
′
, x

′′
chính là đoạn thẳng nối hai điểm đó.

Định lý 1.4.1. Tập C là lồi khi và chỉ khi chứa mọi tổ hợp lồi của các điểm

thuộc C, tức là ∀xi ∈ C,∀αi ≥ 0 (i = 1, ...,m) và
mP
i=1

αi = 1 thì
mP
i=1

αix
i ∈ C.

Bổ đề 1.4.1. Tập M gồm mọi tổ hợp lồi của hữu hạn điểm đã cho trước
x1, x2, ..., xm là tập lồi

Định nghĩa 1.4.3. Tập M gồm mọi tổ hợp lồi của một số hữu hạn các điểm
cho trước x1, x2, ..., xm gọi là đa diện lồi sinh bởi hệ điểm đã cho.

Kí hiệu: M = conv{x1, x2, ..., xm}
Theo bổ đề 1.1, đa diện lồi là một tập lồi. Tuy nhiên không phải tập lồi

nào cũng là đa diện lồi, chẳng hạn hình tròn là một tập lồi nhưng không
phải là đa diện lồi.

Ví dụ về đa diện lồi:
- Đa diện lồi M2 sinh bởi hai điểm x1, x2 là đoạn thẳng nối hai điểm đó.

Hai điểm x1, x2 là các điểm cực biên, các điểm khác đều là các điểm biên.
- Đa điện lồi M3 sinh bởi ba điểm x1, x2, x3 không thẳng hàng trên mặt

phẳng là một tam giác. Ba điểm x1, x2, x3 là các điểm cực biên (đỉnh) các
điểm khác đều không là điểm cực biên.

Định lý sau về biểu diễn đa diện lồi cho thấy rõ hơn về cấu trúc của nó.

Định lý 1.4.2. Nếu M là đa diện lồi thì nó có điểm cực biên. Số điểm cực
biên của M là hữu hạn và mọi điểm của M đều là tổ hợp lồi của các điểm
cực biên của nó.

Về mặt hình học, ta thấy đa diện lồi là một tập hợp lồi giới nội và là giao
của một số hữu hạn các nửa không gian đóng trong Rn.

Người ta đã chứng minh được định lý sau đây (Hoàng Tụy, Asmanov):

Định lý 1.4.3. Xét tập hợp M = {x ∈ Rn : Ax ≥ b} trong đó A là ma trận
cấp m× n, b ∈ Rm. Nếu M 6= ∅ và giới nội thì M là một đa diện lồi.
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Định nghĩa 1.4.4. Tập K ⊂ Rn được gọi là một nón có mũi tại O nếu
x ∈ K thì ∀ ≥ 0 có λx ∈ K. Nếu nón K là một tập lồi thì K được gọi là một
nón lồi (có mũi tại O).

Định lý 1.4.4. K là một nón lồi khi và chỉ khi K chứa mọi tổ hợp tuyến
tính không âm của một số hữu hạn bất kỳ các điểm thuộc K.

Hệ quả 1.4.1. Tập hợp tất cả các tổ hợp tuyến tính với các hệ số không
âm của vector x1, x2, ..., xk là một nón lồi.

Tập hợp đó được gọi là một nón lồi đa diện sinh bởi x1, x2, ..., xk và được
kí hiệu K = cone{x1, x2, ..., xk}.

1.5. Cấu trúc miền ràng buộc của bài toán quy

hoạch tuyến tính

1.5.1. Tập hợp nghiệm của hệ bất phương trình tuyến

tính

Hệ ràng buộc của bài toán quy hoạch tuyến tính có thể viết thành một
hệ bất phương trình tuyến tính. Tập hợp các phương án của bài toán quy
hoạch tuyến tính là tập hợp nghiệm của hệ bất phương trình tuyến tính đó.
Ta biết rằng nếu tập hợp nghiệm của hệ bất phương trình là không rỗng và
giới nội thì nó là đa diện lồi (Định lý 1.4.3). Phần này giới thiệu cấu trúc
của tập hợp nghiệm trong trường hợp không có giả thiết giới nội.

Ta thừa nhận các định lý sau

Định lý 1.5.1. Tập K = {x ∈ Rm : Ax ≥ 0} là nón lồi đa diện.

Kí hiệu D = {x ∈ Rn : Ax ≥ b}. D là tập nghiệm của hệ bất phương
trình tuyến tính. Ta thừa nhận định lý sau:

Định lý 1.5.2. Giả sử D 6= ∅ thì:
j) D có điểm cực biên ⇔ rankA = n.

ii) Nếu rankA = n thì D=M+K, trong đó M là đa diện lồi sinh bởi các
điểm cực biên của D còn K là nón đa diện lồi đa diệnK = {x ∈ Rm : Ax ≥ 0}.

K gọi là nón các hướng vô hạn của D.

Ta thấy có sự tương tự giữa cấu trúc của tập nghiệm của hệ phương
trình tuyến tính Ax = b và tập hợp nghiệm của hệ bất phương trình tuyến
tính Ax ≥ b. Nhớ rằng nếu S là tập hợp nghiệm của hệ phương trình tuyến
tính không thuần nhất S = {x ∈ Rn : Ax = b} thì S biểu diễn dưới dạng
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S = x0 +L trong đó x0 là một nghiệm riêng của hệ còn L là nghiệm của hệ
thuần nhất tương ứng L = {x ∈ Rn : Ax = 0}

Hệ quả 1.5.1. Nếu rankA = n thì ∀x ∈ D đều viết được dưới dạng
mP
i=1

αix
i +

kP
j=1

βjx
j trong đó xi (i = 1, ..,m) là các điểm cực biên của D;

αi ≥ 0,
mP
i=1

αi = 1, yj (j = 1, .., k) là các hướng vô hạn của D, βj ≥ 0.

1.5.2. Phương án cực biên và phương án cực biên tối ưu

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc

f(x) = ctx→ min¨
Ax = b

x ≥ 0
(I)

Kí hiệu D = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}.
Đặt

AE =

�
A
−A
E

�
, bE =

�
b
−b
0

�
thì D = {x ∈ Rn : AE ≥ bE}.

Rõ ràng luôn có rankAE = n. Áp dụng định lý 1.5.2 ta thấy D có phương
án cực biên. Khi đó nếu hàm mục tiêu bị chặn dưới trong D thì D có phương
án tối ưu.

Thật vậy: theo hệ quả trên ∀x ∈ D đều viết được x =
mP
i=1

αix
i +

kP
j=1

βjy
i

trong đó xi là các điểm cực biên của D, yj ∈ K là các hướng vô hạn của
D,αj ≥ 0,

P
αi = 1, βj ≥ 0.

Trong m điểm cực biên x1, x2, ..., xm phải có điểm mà giá trị hàm mục
tiêu tại đó nhỏ nhất. Không mất tính tổng quát, giả sử đó là điểm x1 :

f(x1) = min{f(xi), i = 1, 2, ...,m}

ta chứng minh x1 là phương án tối ưu.
a) Trước hết thấy rằng ∀j = 1, 2, ..., k đều có f(yj) ≤ 0 vì nếu ∃j0 để

f(yj0) < 0 thì nếu lấy βj = 0 ∀j 6= j0 còn βj0 →∞ thì f(x) =
mP
i=1

αif(xi) +

βj0f(yj0)→∞, trái giả thiết hàm mục tiêu bị chặn dưới.
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b) ∀x ∈ D có f(x) =
mP
i=1

αif(xi)+
kP

j=1

βjf(yj) ≥
mP
i=1

αif(xi) ≥
mP
i=1

αif(x1) =

f(x1)
mP
i=1

αi = f(x1).

∀x ∈ D thì f(x) ≥ f(x1). Vậy x1 là phương án tối ưu.
Ta có khẳng định sau: Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc có

phương án thì có phương án cực biên, và nếu hàm mục tiêu bị chặn dưới
trong D thì có phương án cực biên tối ưu.

1.5.3. Điều kiện cần và đủ để một phương án là cực biên

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc (I) :¨
Ax = b

x ≥ 0

Kí hiệu a1, a2, ..., an là các cột của

A =

�
a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
am1 am2 ... amn

�

Không mất tính tổng quát, luôn có thể giả thiết rankA = rank{a1, a2, ..., an} =
m vì nếu có phương trình nào trong hệ Ax = b biểu diễn được dưới dạng tổ
hợp tuyến tính của các phương trình khác thì có thể bỏ đi.

Định lý 1.5.3. Điều kiện cần và đủ để x ∈ D là một phương án cực biên là
hệ các vector cột ứng với các thành phần dương của x độc lập tuyến tính.

Tức là: Ký hiệu J+(x) = {j : xj ≥ 0} thì x ∈ D là cực biên ⇔ {aj , j ∈
J+(x)} độc lập tuyến tính.

Chứng minh. Điều kiện cần: Giả sử x ∈ D là điểm cực biên. Cần chứng minh
hệ vector {aj , j ∈ J+(x)} độc lập tuyến tính.

Để đơn giản, giả sử J+(x) = {1, 2, ..., k}.
Ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử hệ {a1, a2, ..., ak} phụ thuộc

tuyến tính, suy ra tồn tại các số z1, z2, ..., zk không đồng thời bằng 0 để
kP

j=1

zja
j = 0. Đặt z = (z1, z2, ..., zk, 0, ...0) thì Az = 0.

Lập các vector

x
′

= x+ λz; x
′′

= x− λz ⇒ Ax
′

= Ax
′′

= b (vì Az = 0).
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Lấy λ > 0 đủ bé sao cho x
′ ≥ 0, x

′′ ≥ 0 thì x
′
, x

′′ ∈ D mà từ giả thiết

x
′

= x + λz; x
′′

= x − λz ⇒ x =
1

2
x

′
+

1

2
x

′′
suy ra trái với giả thiết x là

phương án cực biên.
Điều kiện đủ. Giả sử hệ vector {aj , j ∈ J+(x)} là độc lập tuyến tính.

Cần chứng minh x là một phương án cực biên.
Ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử x không phải là phương án cực

biên, suy ra ∃x′
, x

′′ ∈ D sao cho x =
x

′
+ x

′′

2
. Ta có (n−k) thành phần cuối

của x
′
, x

′′
cũng phải bằng 0, vì x

′
, x

′′ ∈ D nghĩa là các thành phần cuối của
chúng đều không âm, không xẩy ra tình huống (n− k) thành phần cuối của
x

′
, x

′′
đối nhau.

Vậy
kX

j=1

xja
j =

kX
j=1

x
′

ja
j =

kX
j=1

x
′′

j a
j

vì Ax
′

= Ax
′′

= Ax = b.

Nhưng hệ {aj , J+(x)} độc lập tuyến tính nên suy ra

xj = x
′

j = x
′′

j (j = 1, 2, ..., k)

xj = x
′

j = x
′′

j = 0 (j = k + 1, ..., n)

hay xj = x
′

j = x
′′

j . Điều này mâu thuẫn với x
′

j 6= x
′′

j . �

Ví dụ 1.5.1. Giả sử miền ràng buộc D của bài toán xác định như sau:8>><>>:
3x1 + x2 + 2x3 = 5

2x1 + x2 + 3x3 = 5

2x1 + x3 + 3x4 = 9

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

Ta thấy x = (1, 0, 1, 3)t là một phương án của bài toán và J+(x) =
{1, 3, 4} các cột {aj , j ∈ J+(x)} tương ứng là: a1 = (3, 2, 2)t, a3 = (2, 3, 1)t, a4 =
(0, 0, 2)t chúng lập thành một hệ độc lập tuyến tính vậy x = (1, 0, 1, 3)t là
một phương án cực biên của bài toán.

1.5.4. Cơ sở của một phương án cực biên

Giả sử x ∈ D = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} là một phương án cực biên,
rankA = m và CardJ+k. Hệ {aj , j ∈ J+(x)} là hệ gồm k vector độc lập
tuyến tính, suy ra k ≤ m.
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Nếu k < m thì ta luôn bổ sung thêm (m − k) véc tơ cột khác nhau của
A để được một hệ véc tơ độc lập tuyến tính tối đại gồm đủ m véc tơ nghĩa
là ta tìm được tập gồm đủ m chỉ số J = {j1, j2, ..., jm}, J ⊃ J+ sao cho hệ
{aj : j ∈ J} là độc lập tuyến tính.

Định nghĩa 1.5.1. Ta gọi hệ véc tơ {aj : j ∈ J} nói trên là cơ sở của
phương án cực biên x. Đôi khi gọi tắt tập chỉ số J là cơ sở của x.

Định nghĩa 1.5.2. Một phương án cực biên là không suy biến nếu có đúng
m thành phần dương (CardJ+ = m), trường hợp ngược lại gọi là suy biến.

Bài toán quy hoạch tuyến tính gọi là không suy biến nếu mọi phương án
cực biên của nó đều không suy biến.

Rõ ràng nếu phương án cực biên x không suy biến thì có một cơ sở duy
nhất, đó là hệ m véc tơ độc lập tuyến tính {aj : j ∈ J}. Nếu phương án cực
biên x là suy biến thì có thể tìm được nhiều cơ sở khác nhau tùy thuộc vào
cách bổ sung thêm (m−k) véc tơ cột của A để đủ một hệ gồm m véc tơ độc
lập tuyến tính. Tuy nhiên mỗi cơ sở gồm m véc tơ độc lập tuyến tính lấy từ
n cột của A nên số cơ sở nhỏ hơn hay bằng Cm

n , mà số các phương án cực
biên nhỏ hơn hay bằng số các cơ sở. Vậy đối với bài toán quy hoạch tuyến
tính, số các cơ sở của tất cả các phương án cực biên là hữu hạn, nói riêng,
số các phương án cực biên là hữu hạn.
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