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2.1. Cơ sở của phương pháp đơn hình

2.1.1. Tư tưởng của phương pháp đơn hình

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc8><>:
f(x) = ctx→ min

Ax = b

x ≥ 0

(I)

trong đó c, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A là ma trận cấp m × n. Giả thiết rằng hạng
A = m (m là số ràng buộc của bài toán).

Đã biết rằng:
- Nếu bài toán có phương án thì có phương án cực biên.
- Nếu bài toán có phương án tối ưu thì cũng có phương án cực biên tối

ưu.
- Số phương án cực biên là hữu hạn.
Do đó ta có thể tìm một phương án tối ưu (hay một lời giải của bài

toán) trong tập hợp các phương án cực biên. Tập hợp này là hữu hạn. Vì
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vậy Dantzig đề xuất một thuật toán như sau (gọi là thuật toán đơn hình):
Xuất phát từ một phương án cực biên x0. Kiểm tra xem x0 có phải là

phương án tối ưu hay chưa. Nếu x0 chưa phải là phương án tối ưu thì tìm
cách cải tiến nó để được một phương án cực biên khác là x1 tốt hơn theo
nghĩa f(x1) < f(x0). Quá trình này lặp lại nhiều lần. Vì số phương án cực
biên là hữu hạn nên sau một số hữu hạn bước lặp ta phải tìm thấy phương
án cực biên tối ưu.

Để thực hiện thuật toán đề ra ở trên, ta cần phải làm rõ hai vấn đề sau:
1. Làm thế nào để biết một phương án đã cho là tối ưu hay chưa tức là

cần tìm được "dấu hiệu tối ưu".
2. Làm thế nào để từ một phương án cực biên chưa tối ưu tìm được một

phương án cực biên mới tốt hơn nó.
Nội dung tiếp sẽ trả lời cho câu hỏi trên.

2.1.2. Biểu diễn qua cơ sở. Dấu hiệu tối ưu

Giả sử có phương án cực biên x0 với cơ sở J (tức là hệ véc tơ cột độc lập
tuyến tính {aj , j ∈ J} và J ⊃ J+(x) = {j, xj > 0}). Ta có

Ax0 = b hay b =
nX

j=1

x0aj =
X
j∈J

x0ja
j (2.1)

(vì x0j = 0 ∀j /∈ J). Với mỗi k /∈ J, ta biểu diễn véc tơ ak qua các véc tơ cơ
sở {aj , j ∈ J} :

ak =
X
j∈J

zjka
j (∀k /∈ J).

Giả sử x ∈ D là một phương án bất kỳ. Ta có

b =
nX

j=1

xja
j =
X
j∈J

xja
j +
X
k/∈J

xka
k =
X
j∈J

xja
j +
X
k/∈J

xk
X
j∈J

zjka
j

=
X
j∈J

(xj +
X
k/∈J

zjk)aj . (2.2)

Vì {aj , j ∈ J} độc lập tuyến tính nên từ (2.1) và (2.2) suy ra

x0j = xj +
X
k/∈J

zjkxk (∀j ∈ J)

hay

xj = x0j −
X
k/∈J

zjkxk ∀j ∈ J (2.3)
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Ta gọi (2.3) là khai triển của một phương án bất kỳ qua cơ sở J. Lại có:

f(x) = ctx =
nP

j=1

cjxj =
P
j∈J

cjxj +
P
k/∈J

ckxk

Thay (2.3) vào được
f(x) =

P
j∈J

(x0j−
P
k/∈J

zjkxk)cj+
P
k/∈J

ckxk =
P
j∈J

cjx
0
j−
P
j /∈J

(
P
j∈J

zjkcj−ck)xk.

Kí hiệu

∆k =
X
j∈J

zjkcj − ck (k /∈ J)

gọi là ước lượng của véc tơ cột ak theo cơ sở J và

f(x) = f(x0)−
X
k/∈J

∆kxk. (2.4)

Nhận xét: do x ≥ 0 nên nếu k /∈ J,∆k ≤ 0 thì f(x) ≥ f(x0), ∀x ∈ D do đó
ta có dấu hiệu tối ưu sau đây:

Phương án cực biên x0 với cơ sở J là phương án tối ưu thì ∆k ≤ 0, ∀k /∈ J.

2.1.3. Tìm phương án cực biên mới tốt hơn-Công thức

đổi cơ sở

Giả sử x0 với cơ sở J là một phương án cực biên nhưng chưa phải là
phương án tối ưu, khi đó ∃k /∈ J sao cho ∆k ≥ 0. Giả sử s là một chỉ số
trong các chỉ số nói trên: s /∈ J, ∆s > 0.

Theo thuật toán đơn hình ta cần cải tiến x0 để nhận được một phương
án cực biên mới x1 tốt hơn. Nhằm mục đích kế thừa tận dụng những kết quả
ở bước trước ta sẽ tìm phương án cực biên mới x1 với cơ sở J1 chỉ khác J
một véc tơ: J1 = (J\r ∪ s), nghĩa là ta sẽ đưa véc tơ as vào cơ sở thay thế
cho véc tơ ar khác bị loại khỏi cơ sở J. Các véc tơ ar và as được lựa chọn
sao cho x1 tốt hơn x0.

Vì mọi thành phần ngoài cơ sở của phương án cực biên đều bằng 0, do
đó phương án cực biên mới x1 có cơ sở J1 = (J\r ∪ s) là

x1k =

¨
0 với k /∈ J, k 6= s (tức là k /∈ J1)

θ với k = s
(2.5)

trong đó θ là một số dương sẽ được xác định sau sao cho x1 là một phương
án cực biên
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Thay (2.5) vào (2.3) ta được

x1j = x0j −
X
k/∈J

zjkx
1
k = x0j − θzjs (∀j ∈ J)

hoặc viết dưới dạng véc tơ x1 = x0 − θzs. Tóm lại:

x1j =

8><>:
0 với j /∈ J, j 6= s

θ với j = s

x0j − θzjs với j ∈ J.
(2.6)

Cần xác định số dương θ để x1 trước hết là một phương án (thỏa mãn những
ràng buộc Ax = b, x ≥ 0)

Ax1 =
P
j∈J

x1ja
j+
P
j /∈J

x1ja
j =
P
j∈J

(x0j−θzjs)aj+θas =
P
j∈J

x0ja
j−θ
P
j∈J

zjsa
j+

θas = b− θas + θas = b,
nghĩa là ∀θ thì ràng buộc thứ nhất luôn thỏa mãn.

Vậy chỉ cần chọn θ sao cho x1 ≥ 0. Có hai trường hợp xẩy ra:
Trường hợp a) Nếu zjs ≤ 0 ∀j ∈ J ⇒ x1 ≥ 0 ∀θ > 0 thì x1 là phương án

của bài toán, nhưng do ∆s > 0 :

f(x1) = f(x0)−
P
k/∈J

∆kx
1
k = f(x0)−∆sθ → −∞ (+∞).

Như vậy, hàm mục tiêu không bị chặn dưới trên miền ràng buộc. Khi đó
bài toán không có lời giải hữu hạn.

Nếu ∃k /∈ J, ∆k > 0 mà zjs ≤ 0 ∀j ∈ J thì f(x)→ −∞.

Trường hợp b) Nếu ∃j ∈ J để zjs > 0, khi đó theo (2.6) số θ không thể
lớn tùy ý, nó phải thỏa mãn x0j − θzjs ≥ 0 ∀j ∈ J mà zjs 0. Giá trị θ lớn
nhất chỉ có thể bằng

min{
x0j
zjs

: j ∈ J mà zjs > 0}

vượt qua giá trị đó sẽ có một trong các (x0j − θzjs) < 0 và x1 sẽ vượt khỏi
miền ràng buộc.

Giả sử cực tiểu trên đạt tại j = r. Lấy θ =
x0r
zrs

thay vào (2.6) ta được

x1j =

8>>><>>>:
0 j /∈ J, j 6= s
x0j
zrs

, j = s

x0j
x0r
zrs

, j ∈ J.

(2.7)
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f(x1) = f(x0)−∆s
x0r
zrs

(2.8)

Phương án x1 nhận được ở (2.7) thật sự tốt hơn x0 nếu
x0r
zrs

> 0. Điều này

thấy rõ từ (2.8).

Định lý 2.1.1. Phương án x1 được xác định theo công thức (2.7) là phương
án cực biên với cơ sở J1 = (J\r) ∪ s.

Chứng minh. Theo (2.7) suy ra x1r = 0 nên J+(x1) ⊆ J1. Ta cần chứng minh
hệ véc tơ {aj , j ∈ J1} độc lập tuyến tính. Thật vậy, giả sử

P
j∈J1

αjx
j = 0 ta

cần chứng minh αj = 0, ∀j ∈ J1. Ta có:
0 =

P
j∈J1

αja
j =

P
j∈J,j 6=r

αja
j + αsa

s =
P

j∈J,j 6=r

αja
j + αs

P
j∈J

zjsa
j =P

j∈J,j 6=r

(αj − αszjs)a
j + αszrsa

r.

Vì hệ véc tơ {aj , j ∈ J} độc lập tuyến tính, nên suy ra¨
αj − αszjs = 0, ∀j ∈ J, j 6= r

αszrs = 0

Vì zrs > 0 nên suy ra αs = 0, do đó αj = 0 (j ∈ J, j 6= r). Vậy αj = 0 ∀j ∈
J1 = {J\r} ∪ s

Vì J+(x1) ⊃ J1 nên hệ véc tơ {aj , j ∈ J+(x1)} độc lập tuyến tính, do
đó x1 là phương án cực biên và J1 là cơ sở của phương án cực biên x1. Định
lý được chứng minh. �

Các công thức (2.7), (2.8) cho ta các thành phần của phương án cực biên
mới x1 cùng với giá trị hàm mục tiêu f(x1) thông qua các hệ số khai triển
zjk và các ước lượng ∆k trong cơ sở J. Để có thể tiến hành các bước tiếp
theo ta cần xác định các đại lượng tương ứng z1jk và ∆1

k trong cơ sở J1. Theo
định nghĩa zjk và z1jk là các hệ số khai triển của véc tơ ak tương ứng với cơ
sở J, J1.

ak =
X
j∈J

zjka
j =
X
j∈J1

xjka
j (J1 = {J\r} ∪ s) (*)X

j∈J
zjka

j =
X
j∈J

zjka
j =

X
j∈J,j 6=r

zjka
j + zrka

r. (**)

Từ as =
P
j∈J

zjsa
j =

P
j∈J,j 6=r

ajzjs + zrsa
r vì zrs > 0 ta có ar =

1

zrs
(as −P

j∈J,j 6=r

zjsa
j). Thay vào (∗∗) ta được:
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X
j∈J

zjka
j =

X
j∈J,j 6=r

zjka
j +

zrk
zrs

(as −
X

j∈J,j 6=r

zjsa
j)

=
X

j∈J,j 6=r

(zjk −
zrk
zrs

zjs)a
j +

zrk
zrs

as. (***)

Vì {aj , j ∈ J} độc lập tuyến tính nên từ (∗) và (∗∗) suy ra:

z1jk =

8<:
zrk
zrs

với j = s

zjk −
zrk
zrs

zjs với j ∈ J, j 6= r
(2.9)

∆1
k =

P
j∈J1

z1jkcj − ck =
P

j∈J,j 6=r

(zjk −
zrk
zrs

zjs)cj +
zrk
zrs

cs − ck =
P
j∈J

(zjk −

zrk
zrs

zjs)cj +
zrk
zrs

cs − ck (vì với j = r thì (zjk −
zrk

zrs
zjs) = 0) = (

P
j∈J

zikcj −

ck)− zrk
zrs

P
j∈J

(zjscj − cs) = ∆k −
zrk
zrs

∆s.

Vậy

∆1
k = ∆k −

zrk
zrs

∆s (2.10)

Các công thức (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) gọi là công thức đổi cơ sở từ cơ sở J
sang cơ sở J1 = (J\r) ∪ s. Chúng cho phép dựa vào kết quả bước trước để
tìm tất cả các yếu tố cần thiết cho việc thực hiện bước tiếp theo của thủ tục
đơn hình.

2.2. Thủ tục đơn hình

2.2.1. Các bước của thủ tục đơn hình

• Bước xuất phát: Tìm một phương án cực biên x0 và cơ sở J tương ứng.
Tính các hệ số khai triển zjk và các ước lượng ∆k.

• Bước 1: Kiểm tra dấu hiệu tối ưu:

a) Nếu ∆k ≤ 0 ∀k /∈ J thì x0 là phương án tối ưu. Thuật toán kết thúc

b) Nếu ∃∆k > 0 thì chuyển sang bước 2.
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• Bước 2: Kiểm tra dấu hiệu hàm mục tiêu vô hạn: Với mỗi k /∈ J mà
∆ > 0 thì kiểm tra các hệ số khai triển zjk của cột ak tương ứng.:

a) Nếu có một ∆k > 0 mà tất cả zjk ≤ 0 ∀j ∈ J thì kết luận hàm mục
tiêu giảm vô hạn trên miền ràng buộc. Bài toán không có lời giải hữu
hạn. Thuật toán kết thúc.

b) Trái lại nếu ∀k /∈ J mà ∆k > 0 đều tồn tại ít nhất một hệ số
zjk > 0 thì tiến hành tìm phương án cực biên mới tốt hơn với cơ sở
J1 = (J\r) ∪ s theo quy tắc sau:

• Bước 3:

- Chọn as đưa vào cơ sở: có thể chọn bất kỳ s /∈ J mà ước lượng
∆s > 0. Thông thường chọn s /∈ J theo quy tắc:

∆s = max{∆k > 0, k /∈ J}

(Vì khi đó hàm số giảm nhanh nhất)

- Chọn véc tơ ar đưa ra khỏi cơ sở theo quy tắc:

θ =
x0r
xrs

= min{ x
0
r

xrs
, zjs > 0}.

• Bước 4: Tính các x1j , f(x1),∆1
k, z

1
jk trong cơ sở mới J1 = (J\r)∪ s các

công thức (2.7), (2.8), (2.9), (2.10). Quay lại bước 1.

2.2.2. Tính hữu hạn của thuật toán

Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính có phương án và không suy biến thì
sau hữu hạn bước lặp theo thủ tục đơn hình ta sẽ tìm thấy phương án tối
ưu hoặc phát hiện ra bài toán có hàm mục tiêu giảm vô hạn hay bài toán
không có lời giải hữu hạn.

Thật vậy, vì bài toán không suy biến nên x0j > 0 ∀j ∈ J nên θ =
x0r
zrs

> 0

suy ra x1 6= x0, f(x1) < f(x0) nghĩa là x1 thực sự tốt hơn x0. Sau mỗi bước
lặp, nếu không xẩy ra trường hợp 2a) thì ta luôn tìm được một phương án
mới thực sự tốt hơn phương án cũ, tức là không bao giờ trở lại phương án
đã đi qua. Vì số phương án cực biên là hữu hạn nên sau hữu hạn bước lặp
ta phải tìm được phương án cực biên tối ưu.

2.2.3. Bảng đơn hình

Để thuật tiện cho việc tính toán theo thủ tục đơn hình người ta sắp xếp
các số liệu thành một bảng gọi là bảng đơn hình dưới đây (Bảng 2.1):
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Cơ sở cj Phương án 1 2 ... k ... n
J xj c1 c2 ... ck ... cn
J1 cj1 xj1 zj11 zj12 ... zj1k ... zj1n
J2 cj2 xj2 zj21 zj22 ... zj2k ... zj2n
. . . .
. . . .
Jm cjm xjm zjm1 zjm2 ... zjmk ... zjmn

f(x) ∆1 ∆2 ... ∆k ... ∆n

Lưu ý phần bảng dành cho các hệ số khai triển zjk :

- Cột ứng với các j ∈ J sẽ là các véc tơ đơn vị với số 1 nằm trên dòng
với chỉ số j.

- Với k /∈ J thì cột k của bảng đơn hình là hệ số khai triển của cột ak

của ma trận A theo cơ sở J. Ta kí hiệu cột này là zk nghĩa là ak = Ajz
k

hay zk = A−1j ak, ở đây Aj là ma trận có các cột aj , i ∈ J. Ma trận Aj gọi
là ma trận cơ sở. Nếu ma trận A có m cột là các véc tơ đơn vị và ta chọn
chúng làm cơ sở xuất phát, thì ma trận cơ sở Aj là ma trận đơn vị, khi đó
zk = ak(k = 1, 2, ..., n) và phần bảng dành cho các hệ số khai triển zjk trở
thành ma trận chính A.

- Dòng ước lượng: là dòng cuối cùng của bảng.

- Giá trị hàm mục tiêu: f(x) =
nP

j=1

cjxj =
P
j∈J

cjxj (vì xj = 0 ∀j /∈ J)⇒

f(x) = ctjxj .

- Ước lượng ∆k =
P
j∈J

zjkcj−ck = ctjz
k−ck. (Lưu ý rằng: ∆j = 0 ∀j ∈ J).

2.2.4. Thủ tục đơn hình trên bảng

• Bước 1: Kiểm tra dấu hiệu tối ưu: ∆k ≤ 0 ∀k.
- Nếu ∆k ≤ 0 ∀k =⇒ Phương án x0 đang xét là phương án tối ưu.

- Nếu ∃∆k > 0 thì chuyển sang bước 2.

• Bước 2: (Kiểm tra dấu hiệu hàm mục tiêu giảm vô hạn: có ∆k > 0 và
cột tương ứng gồm toàn các phần tử không dương zjk ≤ 0 ∀j ∈ J)
- Nếu có ∆k > 0 và zjk ≤ 0∀j ∈ J thì bài toán không có phương án
tối ưu (hữu hạn) vì hàm mục tiêu giảm vô hạn trên miền ràng buộc.

- Nếu ∀∆k > 0, ∃j ∈ J để zjk > 0 thì chuyển sang bước 3.
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• Bước 3: (Xác định cột xoay, dòng xoay, phần tử trục).

- Chọn chỉ số s : ∆s = max{∆k,∆k > 0}, đánh dấu cột s là cột xoay.

- Tìm chỉ số r đạt min θ =
x0r
zrs

= min{
x0j
zjs

: zjs > 0} đánh dấu r là

dòng xoay.

- Phần tử zrs nằm trên dòng xoay và cột xoay gọi là phần tử trục.

• Bước 4: Tiến hành các tính toán theo các công thức đổi cơ sở ((2.7),
(2.8), (2.9), (2.10)). Ghi nhận các kết quả trong một bảng mới. Quay
về bước 1.

Nhận thấy các công thức đổi cơ sở (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) để tính
xj , zjk, f(x),∆k tương tự như nhau. Do đó để nhận được bảng đơn
hình mới từ bảng đơn hình cũ ta làm như sau:

- Thay xr bằng xs, cr bằng cs.

- Chia các phần tử trên hàng xoay (hàng r) cho phần tử trục zrs ta
được hàng r mới gọi là hàng chuẩn.

- Mỗi phần tử khác ngoài hàng xoay trừ đi tích của phẩn tử cùng hàng
với nó trên trục xoay với phần tử cùng cột với nó trên hàng chuẩn được
phần tử cùng vị trí trong bảng đơn hình mới.

 Phần tử cần tính lại                   

Phần tử trục 

Cột xoay S 

Hàng xoay->hàng chuẩn (sau 
khi chia các phần tử cho D) 

A B 

C D 

Hình 2.1:

A1 = A− C

D
B

Ví dụ 2.2.1. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính sau:

f(x) = x1 − x2 − 2x4 + 2x5 − 3x6 → min
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x1 + x4 + x5 − x6 = 2

x2 + x4 + x6 = 12

x3 + 2x4 + 4x5 + 3x6 = 9

xj ≥ 0 (j = 1, .., 6)

Chọn cơ sở xuất phát J = {1, 2, 3}. Aj là ma trận đơn vị, do đó ta có ngay
bảng đơn hình xuất phát sau (bảng 2.2):

J cj xj 1 2 3 4 5 6
1 -1 0 -2 2 -3

1 1 2 1 0 0 1 1 -1
2 -1 12 0 1 0 1 0 1
3 0 9 0 0 1 2 4 3

-10 0 0 0 2 -1 1

Các bước của thủ tục đơn hình:
+ Có ∆4 > 0,∆6 > 0. Dấu hiệu tối ưu chưa thỏa mãn, chuyển sang bước

2.
Trên các cột 4 và cột 6 (có ∆k > 0) không nhất thiết tất cả zjk ≤ 0 (∀j ∈

J) trường hợp bước 2a) không xẩy ra
+ Tiến hành đổi cơ sở:
Chọn chỉ số s : ∆4 = max{∆4 = 2,∆6 = 1}. Chọn cột 4 làm cột xoay

(đưa a4 vào cơ sở).

Chọn chỉ số r : θ = min{2

1
,

12

1
,

9

1
} =

2

1
=

x1
z14
→ r = 1 chọn hàng 1 làm

hàng xoay (đưa a1 khỏi cơ sở). Phần tử trục là z14 = 1 (trong khung). Tiến
hành tính toán theo các công thức đổi cơ sở ta được bảng đơn hình sau:

Tất cả ∆k ≤ 0 (k = 1, .., 6). Phương án tối ưu là: x∗ = (0, 8, 0, 3, 0, 1) và
f(x∗) = −17.

Ví dụ 2.2.2. f(x) = 6x1 + x2 + x3 + 3x4 + x5 − 7x6 + 7→ min

D :

8>><>>:
−x1 + x2 − x4 + x6 = 15

2x1 − x3 + 2x6 = −9

4x1 + 2x4 + x5 − 3x6 = 2

xj ≥ 0 (j = 1, ..., 6)

(1)

Đổi dấu để có véc tơ đơn vị. Xét
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J cj xj 1 2 3 4 5 6
1 -1 0 -2 2 -3

4 -2 2 1 0 0 1 1 -1
2 -1 10 -1 1 0 0 -1 2
3 0 5 -2 0 1 0 2 5

-14 -2 0 0 0 -3 3

Cột xoay: 6, dòng xoay: 3, phần tử trục z36 = 5

4 -2 3 3/5 0 1/5 1 7/5 0
2 -1 8 -1/5 1 -2/5 0 -9/5 0
6 -3 1 -2/5 0 1/5 0 2/5 1

-17 -4/5 0 -3/5 0 -21/5 0

g(x) = 6x1 + x2 + x3 + 3x4 + x5 − 7x6 → min

D :

8>><>>:
−x1 + x2 − x4 + x6 = 15

−2x1 + x3 − 2x6 = 9

4x1 + 2x4 + x5 − 3x6 = 2

xj ≥ 0 (j = 1, ..., 6)

(2)

Nghiệm x∗ của (2) cũng là nghiệm của (1) và f(x∗) = g(x∗) + 7. Nếu (2)
không có phương án tối ưu thì (1) cũng không có phương án tối ưu.

Bài toán (2) có AJ = {a2, a3, a5} là ma trận đơn vị. Cơ sở J = (2, 3, 5).

J cj xj 1 2 3 4 5 6
6 1 1 3 1 -7

2 1 15 -1 1 0 -1 0 1

3 1 9 -2 0 1 0 0 -2
5 1 2 4 0 0 2 1 -3

26 -5 0 0 -2 0 -3

6 -7 15 -1 1 0 -1 0 1
3 1 39 -4 2 1 -2 0 0
5 1 47 1 3 0 -1 1 0

-19 -2 -3 0 1 0 0

Tồn tại ∆4 > 0 mà mọi phần tử trên cột 4 đều < 0. Bài toán không có
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phương án tối ưu hữu hạn. (1) không có phương án tối ưu.

Chú ý: Khi thực hiện trên bảng đơn hình nên tính hàng cuối cung gồm
các ước lượng ∆k và cột xj trước. Vì nếu có ∆k ≤ 0, ∀k thì ta có phương án
tối ưu và không cần tính các thành phần zik trong bảng nữa.

2.3. Tìm cơ sở xuất phát

Để có thể bắt đầu thủ tục đơn hình, ta giả thiết có sẵn một phương án
xuất phát và cơ sở tương ứng của nó là J. Hơn nữa, ta luôn giả thiết rằng
rankA = m, nghĩa là các dòng của ma trận A là độc lập tuyến tính. Trong
thực tế không có điều gì đảm bảo điều này cả, thậm trí miền ràng buộc có
thể rỗng, tức là bài toán không có phương án chấp nhận được.

Phần này giúp ta giải quyết hai vấn đề trên. Cho bài toán quy hoạch
tuyến tính bất kỳ, cần chỉ ra cách tìm một phương án cực biên và cơ sở
tương ứng hoặc chứng tỏ bài toán không có phương án.

2.3.1. Phương pháp hai pha

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc:

f(x) =
nX

j=1

cjxj −→ min

D :

8<:
nP

j=1

aijxj = bj (i = 1, 2, ...,m)

xj ≥ 0 (j = 1, 2, ..., n).

(I)

không giảm tổng quát coi bi ≥ 0 (∀i = 1, 2, ...,m). Nếu trái lại có bi < 0, ta
nhân hai vế ràng buộc thứ i với −1.

Xét bài toán phụ sau:

f(x, u) = un+1 + un+2 + ..+ un+m −→ min

D
′

:

8>><>>:
nP

j=1

aijxj + un+i = bi (i = 1, 2, ...,m)

xj ≥ 0 (j = 1, 2, ..., n)

un+i ≥ 0 (i = 1, 2, ...,m).

(P)

Các biến un+i, (i = 1, 2, ..,m) gọi là các biến giả. Nếu ký hiệu e =
(1, 1, ..., 1)t là véc tơ gồm m thành phần đều bằng 1, còn E là ma trận
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đơn vị cùng cấp m, thì dạng ma trận của bài toán (P ) là

f(x, u) = etu→ min

D
′

:

¨
Ax+ Eu = b

x ≥ 0, u ≥ 0.
(P)

Bài toán (P ) cũng là bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc với
m+ n biến. Đối với bài toán (P ) ta có ngay phương án cực biên xuất phát
(x, u) = (0, b) tức là có xj = 0 (j = 1, 2, .., n), un+i = bi (i = 1, 2, ...,m) và
cơ sở tương ứng là m cột cuối và ma trận cơ sở Aj = E, nghĩa là rất thuận
lợi để bắt đầu thủ tục đơn hình. Bài toán phụ (P ) giúp ta giải quyết vấn đề
phương án cực biên và cơ sở xuất phát của bài toán ban đầu (I) như sẽ thấy
dưới đây:

Định lý 2.3.1. Bài toán ban đầu (I) có phương án chấp nhận được khi và
chỉ khi bài toán phụ (P ) có phương án tối ưu với tất cả các biến giả un+i

đều bằng 0 (i = 1, 2, ...,m).

Chứng minh. (=⇒) Giả sử (I) có phương án (x) = (x1, x2, ..., xn) thì rõ
ràng (P ) có phương án (x, 0) = (x1, x2, .., xn, 0, 0, ..., 0) và ∀(x, u) ∈ (D

′
) có

f(x, 0) ≥ 0 = f(x, 0) =⇒ mọi phương án dạng (x, 0), (x ∈ D) đều là phương
án tối ưu của bài toán (P ).

(⇐=) Ngược lại nếu (P ) có phương án tối ưu (x∗, u∗) với u∗ = 0 thì x∗

là phương án của (I). Ta còn cần chứng minh nếu (P ) có phương án tối ưu
(x∗, u∗) với u∗ 6= 0 thì (I) không có phương án. Thật vậy, giả sử ngược lại,
bài toán (I) có phương án (x(x1, x2, ..., xn). Khi đó (x, 0) là phương án của
bài toán (P ), nhưng vì u∗ 6= 0 nên f(x∗, u∗) = etu∗ > 0 = f(x, 0). Mâu
thuẫn với giả thiết (x∗, u∗) là phương án tối ưu. �

Quá trình giải bài toán (P ) gọi là pha thứ nhất trong phương pháp hai
pha. Giả sử sau pha thứ nhất này ta nhận được phương án tối ưu (x∗, u∗)
của bài toán phụ (P ). Có 3 khả năng:

a) Nếu u∗ 6= 0 thì kết luận bài toán ban đầu (I) không có phương án.
b) Nếu u∗ = 0 và cơ sở tương ứng gồm toàn các cột ứng với xj , không

chứa cột nào ứng với các biến giả un+i (i = 1, 2, ..,m). Đây chính là phương
án cực biên và cơ sở xuất phát để bắt đầu pha thứ hai, tức là bắt đầu thủ
tục đơn hình đối với bài toán ban đầu (I).

c) u∗ = 0, nhưng cơ sở tương ứng có chứa một số cột ứng với các biến giả
un+i. Ta cần xét kỹ hơn trường hợp này. Ký hiệu Jx là tập các chỉ số trong
cơ sở ứng với các biến xj , Ju là tập các chỉ số trong cơ sở ứng với các biến
giả un+i, J = Jx ∪ Ju.

Trường hợp C1: Nếu trên dòng có chỉ số (n+ i) của bảng đơn hình cuối
cùng của bài toán (P ) ta tìm được một chỉ số k ngoài cơ sở (1 ≤ k ≤ n) sao
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cho zn+i,k 6= 0 thì ta thực hiện phép biến đổi cơ sở với phần tử trục là zn+i,k

để đưa (n + i) ra và đưa k vào cơ sở, ta sẽ nhận được một cơ sở mới trong
đó đã được bớt đi một cột ứng với biến u. Lặp lại cách làm này ta sẽ loại
hết các cột ứng với biến giả u và sẽ nhận được cơ sở xuất phát cho bài toán
ban đầu (I) gồm toàn các cột của ma trận A.

Trường hợp C2: Trên dòng chỉ sốn+ i của bảng đơn hình cuối cùng của
bài toán (P ) không tìm được chỉ số k ngoài cơ sở (1 ≤ k ≤ n) mà zn+i,k 6= 0
thì ta kết luận rằng dòng i của ma trận A là tổ hợp tuyến tính của các dòng
còn lại. Thật vậy, vì ma trận cơ sở xuất phát để giải bài toán (P ) là ma trận
E, nên phần hệ số zjk trong bảng đơn hình là (A,E). Các tính toán trên
bảng đơn hình gồm việc nhân một dòng với một số hoặc nhân một dòng với
một số rồi cộng vào dòng trước. Trường hợp C2 nghĩa là trên dong chỉ số
n+ i của bảng đơn hình, phần tử tương ứng với x hoàn toàn bằng 0 sau các
phép biến đổi trên. Điều này nói lên rằng dòng i của ma trận A là tổ hợp
tuyến tính của các dòng còn lại. Ta có thể xóa dòng này đi và đồng thời có
thể loại bỏ luôn biến giả un+i tương ứng.

Tóm lại, trong cả hai trường hợp C1, C2 ta đều loại được các cột ứng với
biến giả u khỏi cơ sở để nhận được một cơ sở gồm toàn cột ứng với biến x.
Đây là cơ sở xuất phát để giải quyết bài toán ban đầu.

Chú ý: Nếu trong số các cột của ma trận A có một cột là véc tơ đơn vị
với phần tử bằng 1 tại dòng i thì ta không cần thêm biến giả un+i tương
ứng với dòng i, số biến giả chỉ là m− 1 và cơ sở xuất phát để giải bài toán
(P ) sẽ gồm cột này và m− 1 cột ứng với các biến giả. Có bao nhiêu cột của
A là ma trận đơn vị thì ta bớt đi bấy nhiêu biến giả.

Ví dụ 2.3.1. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính

f(x) = −3x1 + x2 + 3x3 − x4 → min8>><>>:
x1 + 2x2 − x3 + x4 = 2

2x1 − 6x2 + 3x3 + 3x4 = 9

x1 − x2 + x3 − x4 = 6

xj ≥ 0, (j = 1, 2, 3, 4)

(I)

Ta đưa thêm các biến giả u5, u6, u7.
Pha 1. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính phụ

f(x, u) = u5 + u6 + u7 → min8>><>>:
x1 + 2x2 − x3 + x4 + u5 = 2

2x1 − 6x2 + 3x3 + 3x4 + u6 = 9

x1 − x2 + x3 − x4 + u7 = 6

xj ≥ 0, (j = 1, 2, 3, 4), u4+i ≥ 0, (i = 1, 2, 3)

(P)
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J cj (x, u)j 1 2 3 4 5 6 7
0 0 0 0 1 1 1

5 1 2 1 2 -1 1 1 0 0
6 1 9 2 -6 3 3 0 1 0
7 1 6 1 -1 1 -1 0 0 1

17 4 -5 3 3 0 0 0

1 0 2 1 2 -1 1 1 0 0
6 1 5 0 -10 5 1 -1 1 0
7 1 4 0 -3 2 -2 -1 0 1

9 0 -13 7 -1 -4 0 0

1 0 3 1 0 0 6/5 3/5 1/5 0
3 0 1 0 -2 1 1/5 -2/5 1/5 0
7 1 2 0 1 0 -12/5 -1/5 -2/5 1

2 0 1 0 -12/5 -6/5 -7/5 0

1 0 3 1 0 0 6/5 3/5 1/5 0
3 0 5 0 0 1 -23/5 -4/5 -3/5 2
2 0 2 0 1 0 -12/5 -1/5 -2/5 1

0 0 0 0 0 -1 -1 -1

Kết thúc pha thứ nhất ta nhận được phương án tối ưu của bài toán (P ) là
(x∗, u∗) = (3, 2, 5, 0, 0, 0, 0) với cơ sở tương ứng là J = {1, 2, 3} = {a1, a3, a5}.

Ta có trường hợp b) vì trong phương án tối ưu của bài toán (P ) có u∗ = 0
và cơ sở tương ứng chỉ gồm các cột tương ứng với x. Lấy x∗ = (3, 2, 5, 0, 0, 0, 0)
với cơ sở {1, 2, 3} xuất phát để giải bài toán ban đầu, suy ra pha thứ hai của
phương pháp đơn hình là:

J cj xj 1 2 3 4
-3 1 3 -1

1 -3 3 1 0 0 6/5
3 3 5 0 0 1 -23/5
2 1 2 0 1 0 -12/5

8 0 0 0 -94/5

Bảng trên nhận được từ bảng đơn hình cuối cùng của bài toán (P ) bằng
cách bỏ đi các cột tương ứng với các biến giả, thay cột cj bằng các hệ số
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tương ứng với bài toán đầu và tính lại f(x) và ∆k theo bài toán xuất phát.
Bảng đơn hình này cho thấy đã thỏa mãn tối ưu. Vậy nghiệm cần tìm

x∗ = (3, 2, 5, 0) và f(x∗) = 8

Ví dụ 2.3.2. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính sau:

f(x) = 2x1 + 4x2 − 2x3 → min8>><>>:
x1 − 2x2 + x3 = 27

2x1 + x2 + 2x3 = 50

x1 − x2 − x3 + x4 = 18

xj ≥ 0 (j = 1, 2, 3, 4)

(I)

Xét

f(x, u) = u5 + u6 → min8>><>>:
x1 − 2x2 + x3 + u5 = 27

2x1 + x2 + 2x3 + u6 = 50

x1 − x2 − x3 + x4 = 18

xj ≥ 0 (j = 1, 2, 3, 4), u5, u6 ≥ 0

(P)

J Cj (x, u)J 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 1 1

5 1 27 1 -2 1 0 1 0
6 1 50 2 1 2 0 0 1
4 0 18 1 -1 -1 1 0 0

77 3 -1 3 0 0 0

5 1 2
1 0 25
4 0 -5

0 -5/2 0 0 0 -3/2

Điều kiện tối ưu đã thỏa mãn. Phương án tối ưu của (P ) là (x∗, u∗) =
(25, 0, 0,−5, 2, 0) có u∗ = 2 6= 0.

Vậy bài toán ban đầu (I) không có phương án.

Ví dụ 2.3.3.
f(x) = 3x1 + x2 − 3x3 → max
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x1 + 2x2 − 3x3 = 2

−10x2 + 5x3 = 5

−3x2 + 2x3 = 5

xj (j = 1, 2, 3).

(I)

g(x) = −3x1 − x2 + 3x3 → min8>><>>:
x1 + 2x2 − 3x3 = 2

−10x2 + 5x3 = 5

−3x2 + 2x3 = 5

xj (j = 1, 2, 3).

(I’)

Xét (P ) :

g(x) = u4 + u5 → min8>><>>:
x1 + 2x2 − 3x3 = 2

−10x2 + 5x3 + u4 = 5

−3x2 + 2x3 + u5 = 5

xj (j = 1, 2, 3), u4, u5 ≥ 0

(P)

J CJ (x, u)J 1 2 3 4 5
0 0 0 1 1

1 0 2 1 2 -1 0 0
4 1 5 0 -10 5 1 1
5 1 4 0 -3 2 0 1

9 0 -13 7 0 0

1 0 3 1 0 0 1/5 0
3 0 1 0 -1 1 1/5 0
5 1 3 0 1 0 -2/5 0

2 0 1 0 -7/5 0

1 0 3 1 0 0 1/5 0
3 0 5 0 0 1 -3/5 2
2 0 2 0 1 0 -2/5 1

0 0 0 0 -1 -1
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Sau pha 1 nghiệm của (P ) là: (x0, u0) = (3, 2, 5, 0, 0) với cơ sở J = {1, 2, 3}
gồm toàn các cột tương ứng với x. Dùng x0 = (3, 2, 5) với J{1, 2, 3} làm
phương án và cơ sở xuất phát giải (I

′
).

J CJ xJ 1 2 3
-3 -1 3

1 -3 3 1 0 0
3 3 5 0 0 1
2 -1 2 0 1 0

4 0 0 0

Điều kiện tối ưu đã thỏa mãn. Suy ra nghiệm của (I
′
) là x∗ = (3, 2, 5) và

g(x∗) = 4.

Vậy nghiệm của bài toán (I) là x∗ = (3, 2, 5) và g(x∗) = −4.

2.3.2. Phương pháp đánh thuế

Phương pháp hai pha có nhược điểm là quá trình tính toán không liên
tục mà chia thành hai giai đoạn tách biệt: giải bài toán phụ (P ) để tìm cơ
sở xuất phát sau đó mới giải bài toán ban đầu. Hàm mục tiêu trong hai giai
đoạn này là khác nhau nên một số kết quả tính không kế thừa được. Phương
pháp đánh thuế dưới đây khắc phục nhược điểm này bằng cách kết hợp cả
hai giai đoạn đó với việc thay bài toán ban đầu bằng bài toán (M) sau đây:

fM (x, u) =
nX

j=1

cjxj +M(
mX
i=1

un+i)→ min

DM :

8>><>>:
nP

j=1

aijxj + un+i = bi (i = 1, 2, ...,m)

xj ≥ 0 (j = 1, ..., n)

un+i ≥ 0 (i = 1, ..,m)

trong đó (M) là số dương đủ lớn (tức là lớn hơn bất kỳ số nào cần so
sánh với nó). Một cách trực giác thấy rằng sẽ bị đánh thuế rất nặng khi có
un+i khiến cho trong phương án tối ưu của bài toán (M) (x∗, u∗) buộc phải
có u∗n+i = 0 (∀1, ...,m). Phương án tối ưu đó đồng thời đạt cực tiểu hàm

f(x) = ctx =
nP

j=1

cjxj trên miền D = {x : Ax = b, x ≥ 0} tức là cho x∗ là

phương án tối ưu của bài toán ban đầu. Mặt khác đối với bài toán (M) có
đầy đủ các điều kiện để thực hiện thủ tục đơn hình vì ta có ngay phương án
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xuất phát (0, b) với cơ sở là các véc tơ cột đơn vị ứng với các un+i (ma trận
cơ sở là E).

Định lý sau đây về mối quan hệ giữa hai bài toán (I), (M) cho thấy ý
tưởng trên hoàn toàn đúng đắn.

Định lý 2.3.2. Tồn tại số dương M0 đủ lớn để ∀M > M0 thì

a) Nếu bài toán (I) có phương án thì mọi phương án cực biên tối ưu
(x, u) của bài toán (M) phải có u = 0.

b) Bài toán (I) có phương án tối ưu x∗ khi và chỉ khi bài toán (M) có
phương án tối ưu (x∗, 0.)

Chứng minh. Vì DM có đỉnh (ít nhất cũng có đỉnh (0, b)) nên theo hệ quả
của định lý I.5.2 ta có:

∀(x, u) ∈ DM : (x, u) =
X
k∈I1

αk(xk, uk) +
X
h∈I2

βh(yh, sh), (1)

trong đó (xk, uk), k ∈ I1 là các đỉnh của DM ;αk ≥ 0,
P
k∈I1

αk = 1, (gh, sh) ∈

DM là các hướng vô hạn của DM , βh ≥ 0, (h ∈ I2).

Đặt f(x) =
nP

j=1

cjxj ; g(u) =
mP
i=1

un+i ta có fM (x, u) = f(x)+Mg(u). Ký

hiệu:
s1 = {(xk, uk); k ∈ I1 mà g(uk) > 0}
s2 = {(hh, sh);h ∈ I2 mà g(sh) > 0}.
Giả sử bài toán (I) có phương án x. Ta có thể chọn M0 dương đủ lớn sao

cho ∀M > M0 thì

∀(xk, uk) ∈ S1 thì fM (xk, uk) > f(x)

∀(yh, sh) ∈ S2 thì fM (yh, sh) > 0.

a) Vì x ∈ D nên (x, 0) ∈ DM và fM (x, 0) = f(x), do đó các đỉnh của DM

chỉ có thể là tối ưu nếu nó không thuộc S1 hay g(u) = 0 suy ra u = 0.

b) (=⇒) Giả sử bài toán (I) có phương án tối ưu x∗ thì (x∗, 0) là phương
án cực biên của bài toán (M). Vì ∀(xk, uk) /∈ S1 thì g(uk) = 0 nên

fM (xK , uk) = f(xk) ≥ f(x∗) = fM (x∗, 0) (2)

Vì ∀(yh, sh, ) /∈ S2 thì g(sh) = 0 tức là sh = 0. Do (x∗, 0) + (yh, 0) có dạng
(1) nên (x∗, 0) + (yh, 0) ∈ DM mà (x∗, 0) + (yh, 0) = (x∗ + yh, 0) suy ra
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x∗ + yh ∈ D từ đó f(x∗ + yh) ≥ f(x∗) hay f(x∗) + f(yh) ≥ f(x∗). Suy ra
f(yh) ≥ 0.

Vậy ∀(yh, sh) /∈ S2 thì fM (yh, sh) = f(yh) ≥ 0.

∀(x, u) ∈ D có fM (s, u) =
P
k∈I1

αkfM (xk, uk) +
P

h∈S2

βhfM (yh, sh) =P
xk,uk∈S1

αkfM (xk, uk)+
P

yh,sh
βhfM (yh, sh)+

P
yh,sh

/∈ S2fM (yh, sh) >
P
k∈I1

αkf(x∗) =

f(x∗) = fM (x∗, 0).

Do đó có phương án tối ưu của bài toán (M).

(⇐=) Nếu (x∗, 0) là phương án tối ưu của bài toán (M) thì

∀x ∈ D có f(x) = fM (x, 0) ≥ fM (x∗, 0) = f(x∗).

Vậy x∗ là phương án tối ưu của bài toán (I). �

Khi áp dụng phương pháp đánh thuế ta không cần thiết phải biết cụ thể
giá trị của M. Ta chỉ cần coi M là một số dương đủ lớn, lớn hơn bất kỳ số
nào cần so sánh với nó.

Vì hàm mục tiêu của bài toán (M) biểu diễn tuyến tính qua hàm mục
tiêu của bài toán (I) và bài toán (P ),

fM (x, u) = f(x) +Mg(u)

trong đó f(x) =
nP

j=1

cjxj là hàm mục tiêu của bài toán (I) còn g(u) =

mP
i=1

un+i là hàm mục tiêu của bài toán (P ) nên

∆
(M)
k = ∆k +M∆

(P )
k ,

Ở đây ∆
(M)
k ,∆k,∆

(P )
k là các ước lượng của bài toán tương ứng (M), (I), (P ).

Khi so sánh các ∆
(M)
k ta chỉ cần tuân theo quy tắc sau:

a) Coi ∆
(M)
k > 0 nếu ∆

(P )
k > 0,∀∆k hoặc ∆

(P )
k = 0,∆k > 0.

b) Coi ∆
(M)
k > ∆

(M)
h nếu ∆P

k > ∆h
k ,∀∆k,∆h hoặc ∆P

k = ∆h
k ,∆k > ∆h

Cũng vì thế trong bảng đơn hình của bài toán (M), dòng cuối cùng ghi
các ước lượng ∆

(M)
k được chia thành hai hàng: hàng trên ghi các ∆k (ước

lượng của bài toán (I), ứng với M=0), hàng dưới ghi các ∆
(P )
k (ước lượng

của bài toán (P ), ứng với M = 1, cj = 0 (j = 1, ..., n)).
Kết quả giải bài toán (M) bằng phương pháp đơn hình sẽ rơi vào một

trong 3 trường hợp sau đây:
a) Nhận được phương án tối ưu (x∗, u∗) với u∗ = 0. Lúc đó x∗ là phương

án tối ưu của bài toán ban đầu.
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b) Nhận được phương án tối ưu (x∗, u∗) với u∗ 6= 0, ta kết luận bài toán
ban đầu (I) không có phương án.

c) Phát hiện ra rằng bài toán (M) có hàm mục tiêu không bị chặn dưới
trong miền ràng buộc. Nếu cơ sở tương ứng không có cột nào ứng với các
biến giả thì đây cũng là một cơ sở của bài toán (I), ta kết luận bài toán (I)
có phương án nhưng hàm mục tiêu không bị chặn dưới trên miền ràng buộc
nên không có phương án tối ưu.

Nếu cơ sở vẫn còn cột ứng với biến giả thì để biết bài toán (I) có phương
án hay không ta phải sửa lại hàm mục tiêu bằng cách cho tất cả cj = 0, (j =
1, ..., n),M = 1 và tiến hành thủ tục đơn hình giải bài toán (P ) như trong
pha ban đầu của phương pháp hai pha.

Ví dụ 2.3.4. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính sau bằng phương pháp
đánh thuế

f(x) = −3x1 + x2 + 3x3 − x4 → min8>><>>:
x1 + 2x2 − x3 + x4 = 2

2x1 − 6x2 + 3x3 + 3x4 = 9

x1 − x2 + x3 − x4 = 6

xj ≥ 0, (j = 1, 2, 3, 4)

(I)

bài toán (M) là:
fM (x, u) = −3x1 + x2 + 3x3 − x4 +Mu5 +Mu6 +Mu7 → min8>><>>:
x1 + 2x2 − x3 + x4 + u5 = 2

2x1 − 6x2 + 3x3 + 3x4 + u6 = 9

x1 − x2 + x3 − x4 + u7 = 6

xj ≥ 0, (j = 1, 2, 3, 4), u4+i (u = 1, 2, 3)

Phương án cực biên xuất pháp là (x, u) = (0, 0, 0, 0, 2, 6, 9), cơ sở tương
ứng là: J = {5, 6, 7}.

Ta có bảng đơn hình và sau ba lần đổi cơ sở ta sẽ tìm được lời giải của
bài toán.

Điều kiện tối ưu đã thỏa mãn vì
∆

(M)
k < 0 (k = 1, .., 6; ∆

(M)
7 = ∆7 −M < 0) khi M đủ lớn.

Suy ra phương án tối ưu là x∗ = (3, 2, 5, 0) và giá trị tối ưu f(x∗) = 8.
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J CJ (x, u)J 1 2 3 4 5 6 7
-3 1 3 -1 M M M

5 M 2 1 2 -1 1 1 0 0
6 M 9 2 -6 3 3 0 1 0
7 M 6 1 -1 1 -1 0 0 1

(M=0) 0 3 -1 -3 1 0 0 0
(M=1) 17 4 -5 3 3 0 0 0

1 -3 2 1 2 -1 1 1 0 0
6 M 5 0 -10 5 1 -2 1 0
7 M 4 0 -3 2 -2 -1 0 1

-6 0 -7 0 -2 -3 0 0
9 0 -13 7 -1 -4 0 0

1 -3 3 1 0 0 6/5 3/5 1/5 0
3 3 1 0 -2 1 1/5 -2/5 1/5 0
7 M 2 0 1 0 -12/5 -1/5 -1/5 1

-6 0 -7 0 -2 -3 0 0
2 0 1 0 -12/5 -6/5 -7/5 0

1 -3
3 3
2 1

8 0 0 0 -94/5 -8/5 -14/5 7
0 0 0 0 0 -1 -1 -1
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